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BAB 6 BARISAN DAN DERET

6.1 Barisan Bilangan

6.2 Deret Tak Hingga

6.3 Deret Berganti Tanda

6.4 Konvergen Mutlak dan Bersyarat
6.5 Deret Kuasa

6.6 Deret Taylor dan Mac Laurin

6.7 Turunan dan Integral Deret Kuasa

6.1 Barisan Bilangan

Barisan bilangan tak hingga didefinisikan sebagai fungsi dengan domain merupakan
bilangan bulat positif. Notasi yang biasa digunakan adalah:

a: n — {an}:zlzal,az,... , ne B".

ap € R merupakan suku barisan ke-n dan tiga buah titik setelah suku kedua
menunjukkan bahwa suku-suku barisan tersebut sampai tak hingga.

Contoh 6.1
1] 11 1

1 - :1’_9_9 ﬂ_’
nj,_q 23 'n
it 7
n+1], . 237 7n+1”

Barisan bilangan tak hingga {an} disebut barisan konvergen ke L € R bila

n=1
lim a, = L, sedangkan bila limit tidak ada atau nilainya tak hingga maka barisan
n—>o0

bilangan tak hingga {an} | disebut barisan divergen.

(e o]
n=

Sifat limit barisan_

I. lim C=C
n—yoo

2. lim (Ca, +Db,)=C lim a, +D lim b,
n—o0 n—»oo n—oo
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3. lim a,b, = lim a, lim b,

n—>oo n—0o  n—yo0
4. lim /b, = lim an/ lim b, ; lim b, #0

n—>oo n—soo n—>oo n—soo
Contoh 6.2

Selidiki kekonvergenan barisan bilangan berikut

{n+1}
" n
5 27

3927
2’47677
Jawab :
1. Sukuke-n, g, :n_-i-l' lim a, = lim n+l_ 1. Jadi barisan konvergen ke 1
n—2 p—ooo N—yo0 I —
3927 3323 3 "
2. ———y..=—y—y—,,—,... Suku ke-n , a,=—. Digunakan dalil
2747 6 2 4 6 2n 2n
n n
Delhopital, lim g, = lim 3 = lim 3 In3 = oo, Jadi barisan divergen.
n—oo Nn—>oco 2n Nn—>oo

Definisi : Barisan Monoton

Barisan bilangan tak hingga {an} disebut barisan :

(1) Monoton Naik bila a,, < a,4
(i1) Monoton Turun bila a,, = a,,4]

Soal Latihan 6.1

( Nomor 1 sd 10 ) Tentukan konvergensi barisan berikut !

B
n+2 n=1
_1n+1 0

) {( >2 }

n n=1
|

3. —

4 n=l1
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n=l1
n (o o]
6. _n}
2 n=1
S 1357
. 2’4’6585‘
11 1 1
8. —,—,—,—
9

e

10. (V2 =3),(v3 - V4),(V4 =+5)....

6.2 Deret Tak Hingga

Bentuk deret tak hingga dinyatakan dengan notasi sigma sebagai berikut :

2 ap =aytaxt+.tap+..
k=1

ak disebut suku-suku deret.

Jumlah Deret

Misal S, menyatakan jumlah parsial n suku pertama deret z aj . Maka
k=1
S1=aq

S>) =ay+ap

n
Sy =ay+ayx+.ta, = 2 aj
k=1

Barisan {Sn }:_1 disebut barisan jumlah parsial deret 2 aj .
k=1
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Misal {Sn}:;l merupakan barisan jumlah parsial deret 2 aj dan barisan {Sn}:;l
k=1

konvergen ke S. Maka deret 2 ay dikatakan deret konvergen ke S dan S disebut
k=1

jumlah dari deret Z aj , dinotasikan dengan : S = 2 aj . Sedangkan bila barisan
k=1 k=1

{Sn }:::1 divergen maka deret Z aj dikatakan deret divergen dan tidak ada jumlah.

k=1
Deret Geometri
o k-1 _ k-1
Bentuk deret geometri yaitu : 2 ar =a+ar+.+ar” +.. dengan a # 0 dan r
k=1
merupakan rasio. Pandang jumlah parsial n suku deret geometri berikut :
S, =atart+.+a Pl
rS, = ar+..+artiar”

Bila r =1 maka S,, tidak terdefinisi. Sedang untuk | r|> 1 maka lim " = e, sehingga
n—yoco

lim S, = atau barisan {Sn}:—l divergen. Oleh karena itu, deret Z a k1
n—e0 N k=1

. . . . a .
divergen.. Untuk | r | < 1 maka lim " =0 schingga lim S, = —— atau barisan
n—co n—co -r

{Sn}:=1 konvergen ke IL (a#0) . Jadi deret z arkl konvergen ke
- k=1

. (a #0) atau 2 ark1= 2 (a#0).

I-r =1 I-r
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Deret Harmonis

< 1 1
Bentuk deret harmonis yaitu : Z —=1l4+—+.+—+...
) k 2 k

Pandang jumlah parsial n suku pertama deret :

Untuk n — comaka ( 1+ Y2+ %2+ ... + 1/n ) — oo, sehingga lim S, = o=. Oleh karena
n—yoo

oo

: : 1
itu, deret harmonis Z — divergen.

k=1

Tes Konvergensi

Misal 2 aj merupakan deret positif (ag =0). Maka lim aj; =0 bila deret z ay
k=1 k—re k=1

konvergen . Hal ini menunjukkan bahwa bila lim aj #0 maka deret z ay
k—reo k=1

divergen. Menggunakan implikasi di atas dapat diselidiki kekonvergenan suatu deret
yang diberikan pada contoh berikut

Contoh 6.3

Selidiki kekonvergenan deret berikut :
- 2k-1

>

- 2k—1

' k=0 K +1
Jawab :

2
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1.

Suku ke-k, a; = 261 qan tim ar = lim 2k=1_ 5 Sebab nilai limit tidak
sama dengan nol maka deret divergen.
2k -1 . . 2k-1 e e
Suku ke-k, aj = 7 dan lim g = lim 7 = 0. Sebab nilai limit sama
k= +1 k—>eo k—>eo = +1

dengan nol maka implikasi di atas tidak dapat digunakan untuk menentukan
kekonvergenan deret.

Untuk mengetahui konvergenan suatu deret dilakukan tes konvergensi sebagai berikut :

1._Tes Integral

Misal Z aj merupakan deret positif. Maka :

k=1

oo

(1) Deret konvergen bila J aj dk konvergen

1

oo

(i1) Deret divergen bila J aj dk divergen

1

Contoh 6.4

Selidiki kekonvergenan deret 2 —

k=1 &*

Jawab :

1

_kz
Jak dk = lim j— dk =— lim e
v k2 2

-1

b -1 . 1 1 1
=— lim|—F-—|=—
I 2 pse eb2 el 2e

(e o]

b—o

1
Karena integral tak wajar di atas konvergen ke Ey maka deret 2 — konvergen ke
e

k=1 ¢*

da 2 Lz=—.

2e

2. Tes Deret-p

(e ]

1

Bentuk deret-p atau deret hiperharmonis : 2 o dengan p > 0.
k

k=1

Menggunakan tes integral didapatkan :
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1 T 1
Bila p > 1 maka lim ——— =0, schingga J k_p dk = —— ( konvergen ). Oleh

b—oo bP7L 1 p—1
o |
karena itu, deret z T untuk p > 1 konvergen ke . Untuk 0 < p < 1 maka
k=1 k B
1 T , .
lim — = sehingga J — dk divergen. Sedang untuk p = 1 didapatkan deret
b—oo bP | kP

harmonis. Oleh karena itu, deret Z k_p untuk 0 <p <1 divergen.
k=1

3. Tes Perbandingan

Misal Z aj dan z by merupakan deret positif dan berlaku a; < b, ,Vk. Maka:
k=1 k=1

(1) Bila deret z by konvergen maka deret Z aj konvergen
k=1 k=1

(i1) Bila deret z by divergen maka deret Z aj divergen
k=1 k=1

Contoh 6.5

Tentukan konvergensi deret berikut

- 1
LYy —

i=n k-1
2 y d
' k=1 3+ 1
Jawab :

11 e 1o
1. Pandang : P < 1 dan karena deret harmonis Y, T divergen maka deret
B k=1
- 1

X

k=2

i _1 juga divergen.
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k oo
2. Pandang : =3 <5 dan karena deret-p Y, — konvergen maka deret
kK+1 & k=1 k
z 3 juga konvergen.
k=1 kK~ +1
4. Tes Ratio
. — .. . ak+1
Misal Z aj deret positif dan lim =r.Maka:
k=1 k—e Ak

(1) Bila r < 1 maka deret Z aj konvergen
k=1

(i1) Bila r > 1 maka deret Z aj, divergen
k=1
(i11) Bila r = 1 maka tes gagal melakukan kesimpulan ( dilakukan dengan tes lain ).

Contoh 6.6

s < |
Selidiki kekonvergenan deret z T

k=1 """

Jawab :
Misal L Maka fim 2L _ jjy OJd'dtilk

isa =—.Maka lim ——— = lim —— =0. Jadi dere — konvergen

= o 4 peek+1 Pl T

S. Tes Akar

Misal z aj deret positifdan lim &/ a; = a. Maka:
k=1 k—oo0

(1) Bila a < 1 maka deret 2 aj konvergen
k=1
(i1) Bila a> 1 atau a = . maka deret z aj, divergen
k=1
(i11) Bila a = 1 maka tes gagal melakukan kesimpulan ( dilakukan dengan tes lain ).
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Contoh 6.7
2 (3k+2Y
Tentukan kekonvergenan deret ),
=1\ 2k -1
Jawab :
, 3k +2\F , _3k+2 3 ,
Misal  aj = . Maka lim & a; = lim =—. Jadi deret
E (3k * 2)k konvergen
v .
=\ 2k -1 8

6. Tes Limit Perbandingan

Misal 2 aj dan Z by merupakan deret positif dan lim 2k _ |, Maka kedua deret
k=1 k=1 ke b

konvergen atau divergen secara bersama-sama bila | <eo dan 1 0.

Contoh 6.8
. < 1
Tentukan konvergensi deret ), 3
k=2 k= -1
Jawab :
o 1 , 1 1
Pandang deretp , Y, — konvergen. Misal a; =— dan by =———. Maka
k=2 k k ke -1
aj, 2 -
lim — = lim ;=1 Jadi deret Y, 3 konvergen.
k—soo bk koo k i=n k“-1

Soal Latihan 6.2

Tentukan konvergensi deret berikut
1
+5

M 8

1.
3k

=
I
—_

=
D18

o
I
—_
W
BN
S}
I
=

het
DM
()
=

=~

I

—_
(O8]

B

_|_
N
=
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k=1 2+ sin® k
4k -2k +6
o] 8k’ +k-8

oo

11.

oo

12. Y >

k=1 3k +1

oo

}i k(k+3)

B L D0k +s)

k=1

[e e}

5 |
k=1 1 8k% -3k
-« _ 1
o k+3)7
- 1

k3+2k+1
k=1

oo

1
17. Y]
= 9k-2

< Kk

k=1 k3 +1

14.

15.

16.

18.
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6.3 Deret Berganti Tanda

Bentuk deret berganti tanda : Z (—1)k aj atau 2 (—1)k+1 aj, dengan ay > 0.
k=1 k=1
Pengujian konvergensi deret berganti tanda dilakukan dengan cara berikut :

Deret berganti tanda 2 (- l)k aj atau Z (- l)k +1 aj konvergen bila dipenuhi dua
Syarat :

(1) ar 2 a4
(i) lim a5 =0
k—>o0
Bila paling sedikit salah satu syarat tidak dipenuhi maka deret dikatakan divergen.

Contoh 6.9

Tentukan konvergensi deret :

> 1
1oa Y (-DF —
k=1 k
S k+3
2. Y (-
k=1 k= +k
Jawab :
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aj k+1

1
1. Misal aj =—. Maka
k aj+] k k

. .1 , - e 1
Sedangkan lim aj = lim = 0. Jadi deret Y, (1) n konvergen.

k—oo k—oo k=1
. k+3
2. Misal aj =— . Maka
k“+k
ay F+3 ) (k+1D2+(k+1)) k2 +5k+6 k+6
=73 =" =1+ 5 > 1. Oleh karena
ak+1 \k“+k k+4 k* + 4k k* + 4k
. . . k+3 .
itu,  ap 2ag4].  Sedangkan lim af = lim — =0. Jadi
f—o0 koo k“ +k
S k+3
(= )kl 3 konvergen.
k=1 k= +k

Soal Latihan 6.3

Tentukan konvergensi deret berikut

°° k
LY, (~pkt *

5 i (_1)k+1 k+4
e k2 +k
o k

3

X ()
k=1
© In k

4. Y (- HT
k=1

5 2 (_ 1)k+1 e—k
k=1

=——=14+—>1. Oleh karena itu, aj 2ajy;.
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6.4 Konvergen Mutlak dan Bersyarat

Deret 2 up disebut konvergen mutlak bila deret 2 | uk| konvergen. Bila deret
k=1 k=1

oo

konvergen mutlak maka konvergen. Sedang deret Z uj disebut konvergen
k=1

bersyarat bila deret Z uy konvergen tetapi deret z | uj, | divergen.
k=1 k=1

Pengujian kekonvergenan ( mutlak ) deret 2 uy dilakukan dengan tes ratio.

k=1
. < . Uk+1
Misal 2 up denganuy #0 dan lim = r. Maka
k=1 k—oo| Uk

(1) Bila r < 1 maka deret z uy, konvergen absolut
k=1

(i1) Bila r > 1 maka deret z uy, divergen

k=1
(i11) Bila r = 1 maka tes gagal melakukan kesimpulan

Contoh 6.10

Selidiki deret berikut konvergen mutlak / bersyarat / divergen :

Eo ()

k=1
oo k
4
2. Z( 2)
k=1 k
oo k
-1
e
k=1
Jawab
k
k k+15 1
1. Misal uk:(—l)k(—k]. Maka lim | “XtL| = jim il =< Jadi deret
5 k—soo| U | k—eo|5*TH k| 5

(e ]

kl k
(-1 — | konvergen mutlak.
k=1 5
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(_4)k+1 k2 |
(k+1)2 (- 4)k|

. (-4 .
Misal w =—>—. Maka lim
k k—>oco

Uf+1|
U

lim

= =4 . Jadi deret
k—e0

= -aF
D 3 divergen.
k=1 k
Bila dilakukan pengujian di atas maka didapatkan r = 1 ( gagal ). Dari contoh
2 (- [ C LN
sebelumnya, deret z ——— konvergen tetapi deret 2 = 2 — divergen
k=1 k k=1 k=1k
o (_)k
( deret harmonis ). Jadi deret Y, T konvergen bersyarat.
k=1

k

Soal Latihan 6.4

Selidiki kekonvergenan ( mutlak, bersyarat dan divergen ) deret berikut

1.

p Ink
k

M 8

(=1

B
Il
—_

k
(- 1)k+1 2
k!

M s

B
Il
—_

k
(- 1)k+1 k_
k!

M 8

B
Il
—_

(- 1)k+1

3

L

bl
N \ek
/r
=
o
U’I»»

cos kr

M 8

=
I
—_

6.5 Deret Kuasa

Bentuk umum deret kuasa dalam (x - b)) yaitu :

2 ak(x—b)k =a0+a1(x—b)+a2(x—b)2+... (*)
k=0

Sedang untuk b = 0 maka bentuk deret sebagai berikut :
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oo

2 akxk =a0+a1x+a2x2+... (**)
k=0

Deret kuasa bentuk (*) konvergen untuk x = b dan bentuk (**) konvergen untuk x =0

( yaitu konvergen ke ap). Pengujian apakah ada nilai x yang lain yang menyebabkan
deret konvergen dilakukan sebagai berikut :

Afs (x_b)k+1| _,

. o - k .
Misal diberikan deret 2 ap(x—5b)" dan lim Y
k=0 X—oo|  ap\X

Maka : (1) L <1, deret Y, aj(x—- b)K konvergen ( mutlak )
k=0

(2)L>1, deret D, ay(x— b)K divergen.
k=0

Untuk L = 1 tidak dapat disimpulkan, pengujian konvergensi deret dilakukan dengan
mensubstitusikan nilai x yang bersesuaian dengan L = 1 sehingga didapatkan bentuk
deret bilangan. Pengujian konvergensi deret bilangan dilakukan dengan berbagai uji
( Uji perbandingan, rasio, integral dll ) baik deret positif maupun deret berganti tanda.
Nilai x yang didapatkan dari pengujian di atas disebut radius konvergensi atau selang

konvergensi deret.

Contoh 6.11
. x
Tentukan selang konvergensi deret kuasa : Y,
i=o (k+1)
Jawab :
= lim =3x| lim ——=3x
k—oo| (k+2) 3kxk| koo k +2
- 1
Deret konvergen bila L < 1. Oleh karena itu, | 3 x | <1 atau 3 <x< 3
. . . S (-DF
Bila x = - 1/3 maka didapatkan deret berganti tanda Y, konvergen.
i=o (K+1)
(Tunjukkan : menggunakan tes deret berganti tanda ). Sedang untuk x = 1/3 didapatkan
- 1
deret Z k+D) divergen ( Tunjukkan : menggunakan tes perbandingan ). Jadi radius
k=0

-1
konvergensi deret kuasa adalah EY <x< 3
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Soal Latihan 6.5

( Nomor 1 sd 9 ) Tentukan semua nilai x yang menyebabkan deret konvergen.

RN
i (e+1)2F
2. Zk!xk
. v
' k!
(—l)kxk
3k(k+1)
k
STk
5. —X
> 2
] (_2)kxk+1
) k+1
; (—l)kxzk
' (2k)!
x2k+1

k
8. 21 (2k +1)!

k
9. Y(-pktl—1
2 k(Ln k)

( Nomor 10 sd 18 ) Tentukan selang kekonvergenan dari deret:

- k(X—z)k
10. EO (-1) T

k
1. Z(x_kl)

k
12. z(x;z)
13. ),

(x—5)*
14, Z(— 1)k+1 (x + l)k

k2
k

B k(X—4)k
2= (k+1)2

» z(2k+l)!(x—2)k

1

N
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(Ln k)(x - 3)k

17. ), p
k
18. Z—(zx —3)

42k

6.6 Deret Taylor dan Mac Laurin

Misal f(x) dapat diturunkan sampai k kali pada x = b. Maka f(x) dapat diperderetkan
menjadi menjadi deret kuasa dalam bentuk :

o k) "
A0 / ( )
f)=2 = (x—b)* (x
h=0 k!
Deret di atas disebut_Deret Taylor dengan pusat x = b atau disebut dengan polinomial
Taylor pada x = b. Bila b = 0 maka disebut Deret Mac Laurin, yaitu berbentuk :

= f(b)+ [ (b)(x —b) + = —(x —b)*+

() "
fo=3 Ok r0yr o) + 02

h=0 k!

Contoh 6.12

Perderetkan fungsi berikut ke dalam deret Mac Laurin

1. f(x)=¢*
2. fx)=—
Jawab :
1. Bila f(x)=e¢* maka f"(x)=e* dan £"(0)=1. Oleh karena itu, deret Mac
oo k
Laurin dari f(x)=e*, yaitu : = ? Dari perderetan tersebut terlihat
k=0

bahwa deret konvergen untuk setiap nilai riil x atau selang / radius konvergensi deret
adalah R.

2. Bila f(x):i maka £ (x) =

TR dan f(n)(x) =n!. Oleh karena itu,
—x

1
deret Mac Laurin : 1—x- k. Selang konvergensi deret yaitu | x | < | atau
- X

(-1,1).

b
Tpas

Kedua bentuk deret di atas dapat digunakan untuk membantu memperderetkan fungsi ke
dalam deret Mac Laurin atau Taylor tanpa harus menghitung turunannya terlebih
dahulu, dengan syarat bahwa radius atau selang konvergensinya sebanding.
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Contoh 6.13

Perderetkan fungsi berikut ke dalam deret taylor dengan pusat diberikan berikut

1. f(x)=e3x ;x=0
1

2. f(x)y=—;x=1
X

Jawab :

1. Karena f(x)= & mempunyai turunan ke-n untuk setiap nilai riil x maka selang

konvergensinya adalah R. Oleh karena itu, dengan membandingkan pola perderetan
o _k
X
et = T maka  didapatkan perderetan dari  f(x)=e”  yaitu
k=0 ™"
oo k
3x _ (3x)
F= 2

k=0

1
Karena f(x)=— tidak diferensiabel di x = 0 dan fungsi akan diperderetkan ke
X

dalam deret taylor dengan pusat di x = 1 maka tempat kedudukan titik-titik | x - 1 | <
1 merupakan selang konvergensinya. Oleh karena itu, perderetan fungsi

1
f(x)=—dalam  deret taylor dengan pusat di x = 1
X
1 1 - k k
f=—=——""+= 2D &-D".
x l+(x=1) /I,

Soal Latihan 6.6

( Nomor 1 sd 10 ) Perderetkan fungsi berikut dalam deret Mac Laurin

1. f(x)=e**
1
2. f(X)=m
1
3. =
TO=7 0
4 fx)= 2+x
1
> S =100
X
6. f(x)= I+ x
7. f(x) = sinh x
8. f(x) =sin x
9. f(x) =cos x
10. f(x) = sec x
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( Nomor 11 sd 16 ) Carilah polinomial Taylor pada x =b, bila:
I11.f(x)=Lnx ; b=1

12. f(x)=% ch=-1

13.f(x)=m;b=3

14. f(x)=cosx ; b=lmn
15. f(x)=sinhx ;b=Ln4
16. f(x)=sinmx ;b=

6.7 Turunan dan Integral Deret Kuasa

Misal deret Y, ap(x-— p)¥  mempunyai radius konvergensi
k=0

f)= Y ap(x—b)*. Maka:

k=0

M) f'(x)= X, kaglx=b)F1
k=0

Gi) [f(yde =Y, [ap (t-b) ar
C k=0 C

Contoh 6.14

Perderetkan dalam Mac Laurin fungsi
-1

1. f(x)=tan x.

2. fx)=In(1-x)

1
3. f)=

(1-x)?
Jawab :
X oo
_ dt 1
1. Pandang: tan ! x :J 5 dan 5 = e )k 2k
Ol-l—l 1+ x k=0
= S LYoy
Maka tan " x= », ———x .
i 2k +1
< dt = xhtl
2. Pandang: In(1-x)=—|——. Maka In(1-x)=— ),

R dan
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3. Karena f(x)= a )2 merupakan hasil penurunan terhadap x dari . maka
f) == k"

Soal Latihan 6.7
Tentukan perderetan mac Laurin dari :
. fx)=In(1+x)
> r@=n({7)
. =1In| —
* I+x
3.fx) =In(1+ x°)

1
4. f(x)= (1—x)3

X
B TIE

6. f(x)=] In(1+1) de
0

7. f(x)=] tanls dr
0
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